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Abstrat
The model for OrrSommerfeld equation with quadrati profile on the finite interval is on-
sidered. The behavior of the spetrum of this problem is ompletely investigated for large
Reynolds numbers. The limit urves are found to whih the eigenvalues onentrate and the
ounting eigenvalue funtions along these urves are obtained.
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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ ÎððàÇîììåðåëüäà ñ ïðîèçâîëüíûì
êâàäðàòè÷íûì ïðîèëåì. Ïîëíîñòüþ èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñïåêòðà äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë
åéíîëüäñà. Íàéäåíû ïðåäåëüíûå êðèâûå, îêîëî êîòîðûõ êîíöåíòðèðóþòñÿ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, è ïîëó÷åíû óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âäîëü ýòèõ êðèâûõ.
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1 Ââåäåíèå
Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
L(ε)y = iεy′′ + q(x)y, ε > 0 (1.1)
íà âåùåñòâåííîì îòðåçêå [a, b] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè:
y(a) = y(b) = 0 (1.2)
ïðè ε→ 0.
àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ èçâåñòíîãî â ãèäðîäèíàìèêå óðàâíåíèÿ
ÎððàÇîììåðåëüäà ñ ïðîèëåì Ïóàçåéëÿ. Íåêîòîðûå àðãóìåíòû, ïîÿñíÿþùèå,
÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëüþ äëÿ óðàâíåíèÿ Îððà
Çîììåðåëüäà, ïðèâåäåíû â [1℄. Îäíàêî, òîëüêî â íåäàâíåé ðàáîòå àâòîðà èØêàëèêîâà [4℄
äàíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ïîðòðåòû ïðè ε → 0 ìîäåëüíîé è
ðåàëüíîé çàäà÷ ñîâïàäàþò.
×èñëî ε > 0 èãðàåò ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îòìåòèì, ÷òî ε = 1/R, ãäå R 
÷èñëî åéíîëüäñà, êîòîðîå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî âÿçêîñòè æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ìàëûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà ε ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè áëèçêîé ê
èäåàëüíîé.
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ L(ε)
êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî íåêîòîðûõ êðèâûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âèä êîòîðûõ óêàæåì
ÿâíî. Äàëåå ìû íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
ðàâíîìåðíûå ïî ε, è óêàæåì óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âäîëü
êðèòè÷åñêèõ ëèíèé.
Ïîäîáíàÿ çàäà÷à, êîãäà âìåñòî êâàäðàòè÷íîé óíêöèè â óðàâíåíèè ó÷àñòâóåò óíêöèÿ
q(x) = x, èçó÷åíà â ðàáîòå [6℄, ãäå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî, âäîëü êîòîðîãî êîíöåíòðèðóþòñÿ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íàçâàíî ñïåêòðàëüíûì ãàëñòóêîì. ðà êðèòè÷åñêèõ ëèíèé â
èçó÷àåìîé çàäà÷å äëÿ q(x) = αx2+βx+ γ ïî îðìå òàêæå íàïîìèíàåò ãàëñòóê, íî òîëüêî
íåñèììåòðè÷íûé. Áóäåì íàçûâàòü åãî ïðåäåëüíûì ñïåêòðàëüíûì ãðàîì.
àíåå â ðàáîòå [2℄ çàäà÷à (1.1), (1.2) áûëà ðåøåíà äëÿ ÷åòíîãî ïðîèëÿ Ïóàçåéëÿ
(q(x) = x2 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà îòðåçêå [−1, 1]).
Ñëó÷àé ìîíîòîííîãî íà îòðåçêå ïðîèëÿ òå÷åíèÿ ðàíåå áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6℄ À.
À. Øêàëèêîâà. Â íåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì îñîáîì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç òðåõ êðèâûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåðøèíà
ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëû q(x) íàõîäèòñÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà. Äàëåå
îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèíû öåíòðó îòðåçêà çàìåíîé ïåðåìåííûõ
ïðèâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ q(x) = x2 íà [−1, 1], â ñâÿçè ñ ÷åì, â ýòîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî íåñèììåòðè÷íûå ïðîèëè.
Äàäèì ðÿä âàæíûõ îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Òî÷êàìè ïîâîðîòà ïîðÿäêà n óíêöèè p íàçûâàþòñÿ åå íóëè. Òî÷êà
ïîâîðîòà z0 óíêöèè íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòûì íóëåì.
Êðàòíîñòüþ òî÷êè ïîâîðîòà íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòü åå êàê íóëÿ óíêöèè p.
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Äëÿ ëþáîé òî÷êè ïîâîðîòà z0 ìîæíî ââåñòè ìíîãîçíà÷íóþ óíêöèþ:
S(z, z0) =
z∫
z0
√
p(ζ) dζ.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ëèíèåé Ñòîêñà óíêöèè p, âûõîäÿùåé èç òî÷êè ïîâîðîòà z0,
íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, äëÿ êîòîðîé
ReS(z, z0) = 0.
Êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì ImS(z, z0) = 0 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ëèíèåé
Ñòîêñà.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Êîìïëåêñîì Ñòîêñà óíêöèè p íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìàêñèìàëüíîå
ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ëèíèé Ñòîêñà. Êîìïëåêñ Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì, åñëè âêëþ÷àåò ëèøü îäíó ïðîñòóþ òî÷êó ïîâîðîòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì.
Îïðåäåëåíèå 1.4. ðà Ñòîêñà, ñîñòîÿùèé èç ïðîñòûõ êîìïëåêñîâ, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãðà íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïàðà òî÷åê a è b èìååò êðèòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîãî êîìïëåêñà Ñòîêñà, åñëè îäíà èç íèõ ëåæèò íà ëèíèè Ñòîêñà, à âòîðàÿ
íàõîäèòñÿ ëèáî íà ñîñåäíåé ëèíèè Ñòîêñà, ëèáî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñîñåäíèìè
ëèíèÿìè Ñòîêñà, íå ñîäåðæàùåé ëèíèè Ñòîêñà, íà êîòîðîé ëåæèò ïåðâàÿ òî÷êà.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïàðà òî÷åê a è b èìååò êðèòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîãî ãðàà Ñòîêñà, åñëè îíà èìååò êðèòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî êîìïëåêñà Ñòîêñà. Â ñëó÷àå êðèòè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ òà èç òî÷åê a è b,
êîòîðàÿ ëåæèò íà ëèíèè Ñòîêñà íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé, à ÷èñëî λ ∈ Π, ïðè êîòîðîì
òî÷êè ðàñïîëîæåíû êðèòè÷åñêè, íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.
Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî êîìïëåêñà Ñòîêñà ñëåäóåò
Ëåììà 1.1. Èç âñÿêîé ïðîñòîé òî÷êè ïîâîðîòà âûõîäÿò ðîâíî òðè ëèíèè Ñòîêñà ïîä
óãëàìè ±2π/3 ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà íåñëîæíî è ïðèâîäèòñÿ â [5℄.
Îïðåäåëåíèå 1.7. ðàîì Ñòîêñà óíêöèè p íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ åå
êîìïëåêñîâ Ñòîêñà.
Ïóñòü óíêöèÿ p(z, λ), çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî åå ãðàîâ
Ñòîêñà Φ(λ).
Îïðåäåëåíèå 1.8. ðàû Φ(λ1), Φ(λ2) ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðèçì
φ : Φ(λ1)→ Φ(λ2),
ïðè êîòîðîì òî÷êè ïîâîðîòà ïåðåõîäÿò â òî÷êè ïîâîðîòà.
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Îïðåäåëåíèå 1.9. Òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
O(λ0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê λ ýòîé îêðåñòíîñòè ãðàû Φ(λ0) è Φ(λ) ýêâèâàëåíòíû.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ íåäîïóñòèìîé.
Ïóñòü
p(z, λ) = a0(λ)(z − b1(λ))n1 · · · (z − bk(λ))nk , nj ∈ N,
ãäå bj  àëãåáðàè÷åñêèå óíêöèè, a0 6≡ 0  ïîëèíîì.
Ïîëîæèì
Σ(a, b, λ) =
b∫
a
√
p(ζ, λ)dζ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [5℄ 3 ï.5):
Ëåììà 1.2. Ïóñòü I1  íóëè a0; I2  ìíîæåñòâî âñåõ λ: bj(λ) = bl(λ), j 6= l; I3
 ìíîæåñòâî âñåõ λ, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ j, l j 6= l ReΣ(bj(λ), bl(λ), λ) = 0. Òîãäà
ìíîæåñòâî I âñåõ íåäîïóñòèìûõ òî÷åê åñòü I = I1 ∪ I2 ∪ I3.
Çàìå÷àíèå 1.1. Äëÿ óíêöèè p(z, λ) = i(z2 − λ) èìååì
I1 = ∅, I2 = {0}, I3 =
{
λ
∣∣∣∣ arg λ = −π4
}
,
ò. å. ìíîæåñòâî íåäîïóñòèìûõ òî÷åê â Π ñîâïàäàåò ñ ëó÷îì arg λ = −π/4.
Îïðåäåëåíèå 1.10. Ìàêñèìàëüíûå îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè óíêöèè S, îãðàíè÷åííûå
ëèíèÿìè Ñòîêñà, ñîäåðæàùèå òî÷êó ïîâîðîòà íà ñâîåé ãðàíèöå, à âíóòðè  íåêîòîðóþ
ëèíèþ Ñòîêñà, áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè îáëàñòÿìè. (Ñìîòðè [5℄).
Îïðåäåëåíèå 1.11. Òðîéêó (Dj , lj, aj), ãäå aj  òî÷êà ïîâîðîòà, lj  ëèíèÿ Ñòîêñà,
âûõîäÿùàÿ èç ýòîé òî÷êè ïîâîðîòà, Dj  êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ lj, áóäåì
íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé.
Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü (Dj, lj, aj)  êàíîíè÷åñêàÿ òðîéêà. Âåòâü óíêöèè
S(z, aj), äëÿ êîòîðîé ImS(lj, aj) = [0; +∞), áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé âåòâüþ,
ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé òðîéêå.
Â êîíöå ðàáîòû ìû ïðèâåäåì òåîðåìó î ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èçó÷àåìîé çàäà÷è. Îíà áóäåò îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì âàæíîì îïðåäåëåíèè:
Îïðåäåëåíèå 1.13. Ôóíêöèÿ N(λ), îïðåäåëåííàÿ íà
T = γ \
{
λj
}
,
ãäå {λj},  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ëèíèé è êîíå÷íûå òî÷êè ãðàà íà
âåùåñòâåííîé îñè, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ñïåêòðàëüíîé óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè
äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê η1, η2, ïðèíàäëåæàùåé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå T , íàéäóòñÿ ÷èñëà
C > 0 è ε0 > 0 òàêèå, ÷òî â îêðåñòíîñòè Υ ðàäèóñà Cε èíòåðâàëà (η1, η2) ⊂ T ïðè ε < ε0
÷èñëî òî÷åê ñïåêòðà áóäåò ðàâíî
N (Υ) = |N(η2)−N(η1)|+O(1), ε→ 0
Çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü
p(x) = i(q(x)− λ).
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùèå çàìå÷àíèÿ î ñïåêòðå
Èòàê, ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2). Ïóñòü
q(x) = αx2 + βx+ µ, ãäå α 6= 0, β, µ ∈ R,
íàëîæèì óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âåðøèíû ïàðàáîëû âíóòðåííîñòè îòðåçêà:
a < − β
2α
< b,
íàëîæèì óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ÷åòíîñòè ïàðàáîëû îòíîñèòåëüíî öåíòðà îòðåçêà:
− β
2α
6= a + b
2
.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî θ ∈ R äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðîâ:
z1 =
1
θ
(z +
β
2α
),
λ1 = λ+
β2
4α
− µ,
u1 = |θ|u, u = 1√
ε
.
Â ðåçóëüòàòå çàìåíû èçó÷àåìàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä:
y′′ = iu21(αθ
2z1 − λ1)y
y(
1
θ
(a+
β
2α
)) = y(
1
θ
(b+
β
2α
)) = 0.
Ïîëîæèì θ = ±|α|−1/2. Çà ñ÷åò âûáîðà çíàêà ìîæíî äîáèòüñÿ áëèçîñòè âåðøèíû
ïàðàáîëû ëèáî ê ëåâîìó, ëèáî ê ïðàâîìó êîíöó îòðåçêà. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
èçìåíåíèå çíàêà α ïðèâîäèò ê îòðàæåíèþ ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî àêòà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ
è êðàåâûõ óñëîâèé.
Â ðåçóëüòàòå ñîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå
Çàìå÷àíèå 2.1. Çàäà÷à (1.1), (1.2) ñäâèãîì ïåðåìåííîé è ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ñ
âîçìîæíûì åãî ïîñëåäóþùèõ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè (åñëè α < 0),
ðàñòÿæåíèåì u ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
y′′ = iu2(x2 − λ)y,
y(a1) = y(b1) = 0,
ãäå a1 < 0 < b1, u > 0, à çàìåíà ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû |a1| < |b1|.
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Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì çàìå÷àíèè, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:
y′′ = iu2(x2 − λ)y, u > 0, (2.3)
y(a) = y(b) = 0, a < 0 < b, |a| < |b|. (2.4)
Â ðàáîòå [2℄ áûëà îòìå÷åíà ñëåäóþùàÿ, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ âåùåñòâåííîé íåïðåðûâíîé
íà îòðåçêå óíêöèè q,
Ëåììà 2.1. Ñïåêòð çàäà÷è (1.1), (1.2) ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λn, ëåæàùèõ â ïîëóïîëîñå
Π =
{
λ ∈ C
∣∣∣min
[a,b]
q(x) < Reλ < max
[a,b]
q(x), Imλ < 0
}
,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé:
lim
n→∞
Reλn =
1
b− a
b∫
a
q(x) dx.
Çàìå÷àíèå 2.2. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (2.3), (2.4)
Π =
{
λ ∈ C
∣∣∣0 < Reλ < b2, Imλ < 0},
lim
n→∞
Reλn =
a2 + ab+ b2
3
.
3 ðà Ñòîêñà
Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2.1 ïîëîæèì
q(x) = x2, p(x) = i(q(x)− λ).
Ââåäåì âåòâü
√
λ, êîòîðóþ âñþäó äàëåå áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé: arg
√
λ ∈ (−π/2, 0)
ïðè Imλ < 0.
Ïðèâåäåííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â ðàáîòàõ [2℄ è [3℄.
Ëåììà 3.1. ðà Ñòîêñà Γ îáëàäàåò ñâîéñòâîì öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0.
Ëåììà 3.2. ðà Γ(λ) ñâÿçíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ = arg λ = −π/4.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü ãðà Ñòîêñà i(z2 − λ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Òîãäà îí
ñîñòîèò èç äâóõ ïðîñòûõ êîìïëåêñîâ Ñòîêñà. Ëèíèè Ñòîêñà êàæäîãî êîìïëåêñà (ïî
äâå íà êîìïëåêñ), àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàþùèåñÿ ê ëèíèÿì âòîðîãî êîìïëåêñà,
íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Îñòàëüíûå ëèíèè (ïî îäíîé íà êîìïëåêñ) íàçûâàþòñÿ
âíåøíèìè (ñì. ðèñ. 1)
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Figure 1: Âíåøíèå è âíóòðåííèå ëèíèè ãðàà Ñòîêñà.
âíåøíÿÿ
âíóòðåííÿÿ
Figure 2: Ëèíèè Ñòîêñà â ñëó÷àå arg λ ∈ (−π/4, 0) (äëÿ λ = 1/2− i/4).
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Çàìå÷àíèå 3.1. Â äàëüíåéøåì âàæíî ïîíèìàòü, êàêèå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé óíêöèè p. àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) arg λ 6= −π/4. Òîãäà ãðà Γ(λ) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïëåêñîâ Ñòîêñà (ñì. ðèñ. 2,
4), êîòîðûå ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà îáëàñòè äâóõ òèïîâ: òèïà ïîëîñû (îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ âíóòðåííèìè ëèíèÿìè Ñòîêñà) è òèïà ïîëóïëîñêîñòè (âñå îñòàëüíûå
îáëàñòè). Â ýòîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ:
a) îáëàñòè, ñîñòîÿùèå èç äâóõ îáëàñòåé òèïà ïîëóïëîñêîñòè è ñîäåðæàùèå îäíó
âíåøíþþ ëèíèþ Ñòîêñà;
b) îáëàñòè, ñîäåðæàùèå îáëàñòü òèïà ïîëîñû è äâå ïðèìûêàþùèå ê íåé îáëàñòè
òèïà ïîëóïëîñêîñòè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì êîìïëåêñàì Ñòîêñà.
2) arg λ = −π/4. Òîãäà ãðà Ñòîêñà ñîñòîèò èç îäíîãî êîìïëåêñà, ðàçáèâàþùåãî
ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå îáëàñòè òèïà ïîëóïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àå
êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè ñîñòîÿò èç ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ îáëàñòåé òèïà ïîëóïëîñêîñòè.
Ëåììà 3.3. Ïóñòü λ ∈ Π, òîãäà ãðà Ñòîêñà óíêöèè i(z2 − λ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì
öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ëåììà 3.4. Ïóñòü λ ∈ Π. Òîãäà èçìåíåíèå ìîäóëÿ λ ïðè èêñèðîâàííîì àðãóìåíòå
ïðèâîäèò ê ãîìîòåòè÷íîìó èçìåíåíèþ ãðàà Ñòîêñà.
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Figure 3: Ëèíèè Ñòîêñà â ñëó÷àå arg λ = −π/4 (äëÿ λ = 1/4− i/4).
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Figure 4: Ëèíèè Ñòîêñà â ñëó÷àå arg λ ∈ (−π/2,−π/4) (äëÿ λ = 1/4− i/2).
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Ëåììà 3.5. Ïóñòü −π/2 < arg λ < 0, òîãäà ãðà Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà arg λ = −π/4.
Ëåììà 3.6. Ïóñòü −π/4 < arg λ < 0, òîãäà âíåøíèå ëèíèè Ñòîêñà óíêöèè i(z2 − λ)
ïåðåñåêàþò âåùåñòâåííóþ îñü.
Ëåììà 3.7. Ïóñòü −π/2 < arg λ < −π/4, òîãäà âíåøíèå ëèíèè Ñòîêñà óíêöèè i(z2−λ)
íå ïåðåñåêàþò âåùåñòâåííóþ îñü.
4 Ïðåäåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ãðà
Â äàííîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì êîíöåíòðàöèþ ñïåêòðà çàäà÷è (2.3), (2.4) îêîëî ïðåäåëüíîãî
ñïåêòðàëüíîãî ãðàà è ÿâíî îïèøåì ñîñòàâëÿþùèå åãî êðèâûå.
âäîëü ïðåäåëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ êðèâûõ.
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü ξ > 0, òîãäà â îáëàñòè
K =
{
λ ∈ C∣∣Reλ > 0, Imλ < 0}
ïðè êàæäîì ψ = arg λ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà êðèâîé
γ˜ξ =
{
λ ∈ K∣∣Re epi4 i
ξ∫
√
λ
√
ζ2 − λ dζ = 0}.
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Figure 5: àçáèåíèå Π êðèòè÷åñêèìè ëèíèÿìè.
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b2a20
Π1l
Π2l
Π3l
Π1r
Π2r
Π3r
γ˜b
γ˜a
γ˜0
Áîëåå òîãî, âñå òî÷êè êðèâîé γ˜ξ ëåæàò â ïîëîñå 0 < Reλ < ξ
2
.
Ââåäåì êðèâóþ γ˜0: arg λ = −π/4. Îíà ðàçáèâàåò Π íà äâå ïîäîáëàñòè: îãðàíè÷åííóþ
è íåîãðàíè÷åííóþ. Îãðàíè÷åííóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Πr, íåîãðàíè÷åííóþ  ÷åðåç Πl.
àññìîòðèì äâå òàê íàçûâàåìûõ êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ (ñì. ðèñ. 5):
γ˜a =
{
λ ∈ Π∣∣Re epi4 i
a∫
−
√
λ
√
ζ2 − λ dζ = 0},
γ˜b =
{
λ ∈ Π∣∣Re epi4 i
b∫
√
λ
√
ζ2 − λ dζ = 0}.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.1 è óñëîâèþ a2 < b2, êðèâûå ðàñïîëîæåíû èìåííî òàê, êàê
ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5. Âìåñòå ñ γ˜0 óêàçàííûå êðèâûå ðàçáèâàþò ïîëóïîëîñó íà øåñòü
îáëàñòåé (ñì. ðèñ. 5).
×åðåç Π1 îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå Π1l ñ Π1r è ñ ÷àñòüþ γ˜0 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü îäíà
èç òðåõ îáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ Π êðèâûìè γ˜a è γ˜b. Àíàëîãè÷íî ââåäåì Π2 è
Π3, ñîäåðæàùèå â ñåáå, ñîîòâåòñòâåííî, Π2l(r) è Π3l(r).
Ëåììà 4.1. Ïðè âñåõ λ èç Π1, Π2r, Π3l, Π3r òî÷êè a, b ëåæàò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé
îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ãðàà Ñòîêñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî âñþäó âíå γ˜0 ãðàû Ñòîêñà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Äëÿ
âñåõ îáëàñòåé Πjr óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòèõ îáëàñòÿõ âíåøíèå
ëèíèè ïåðåñåêàþò ãðà Ñòîêñà (ëåììà 3.7), ñòàëî áûòü, óñëîâèå ñèíãóëÿðíîñòè çàäàåòñÿ
êðèâûìè γ˜a è γ˜b, íàõîäÿùèìèñÿ íà ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé. Äàëåå, äëÿ âñåõ λ ∈ Π3l
íè îäíà èç òî÷åê a è b íå ëåæèò â îáëàñòè òèïà ïîëîñû ãðàà Ñòîêñà, ñëåäîâàòåëüíî,
ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè ìîãóò áûòü ëèøü òî÷êè êðèâûõ γ˜a è γ˜b. Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîé
10
Figure 6: Êðèòè÷åñêèå ëèíèè.
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b2a20
γ˜b
γ˜a
γ˜0
γ˜−a
λ1
λ2
îáëàñòè íåò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê
â Π1l. åãóëÿðíîñòü òî÷åê γ˜0 ∩ Π1 î÷åâèäíà ïðè ó÷åòå ëåìì 3.4, 3.5.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 4.2. Â îáëàñòè Π2l ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ˜
−
a , çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì
Re e
pi
4
i
a∫
√
λ
√
ζ2 − λ dζ = 0,
âíå êîòîðîé äëÿ âñåõ òî÷åê λ ∈ Π2 \ γ˜−a òî÷êè a, b ëåæàò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè
îòíîñèòåëüíî ãðàà Ñòîêñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè λ ∈ Π2l âíåøíèå ëèíèè Ñòîêñà íå ïåðåñåêàþò
âåùåñòâåííóþ îñü, à òî÷êà b íàõîäèòñÿ â îáëàñòè òèïà ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ãðàà
Ñòîêñà. Ñòàëî áûòü, ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè a êîìïëåêñó Ñòîêñà, ñîäåðæàùåìó òî÷êó
ïîâîðîòà
√
λ, çàäàåò êðèòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ïàðû òî÷åê a è b îòíîñèòåëüíî ãðàà
Ñòîêñà ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé a. Âñþäó âíå ýòîé êðèâîé óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî γ˜−a îäíèì èç êîíöîâ ñîäåðæèò òî÷êó λ1 ïåðåñå÷åíèÿ γ˜a è γ˜0. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî γ˜−a ñîäåðæèò è íåêîòîðóþ òî÷êó λ2 ∈ γ˜b (ñì. ðèñ. 6).
Ëåììà 4.3. Òî÷êè λ1 è λ2 ðàçáèâàþò êðèâûå γ˜a è γ˜b íà äâå ÷àñòè. Ïðè λ, ëåæàùèõ â
÷àñòÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê ìíèìîé îñè, òî÷êè a, b ëåæàò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè
îòíîñèòåëüíî ãðàà Ñòîêñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî êðèâàÿ γ˜−a ðàçáèâàåò Π2l íà äâå îáëàñòè: òðåóãîëüíèê
T è ÷åòûðåõóãîëüíèê Q. Ïðè λ ∈ Q òî÷êà a ëåæèò â îáëàñòè òèïà ïîëîñû, à òàê êàê
âíåøíèå ëèíèè íå ïåðåñåêàþò âåùåñòâåííîé îñè ïðè λ ∈ Π2l, òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè b ãðàó Ñòîêñà (λ ∈ γ˜b) íå ïðèâåäåò ê êðèòè÷åñêîìó ðàñïîëîæåíèþ ïàðû
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Figure 7: Êðèòè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ïàðû.
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òî÷åê a è b. Â ñëó÷àå ñ γ˜a êðèòè÷åñêîìó ðàñïîëîæåíèþ ïàðû ìåøàåò ïðèíàäëåæíîñòü b
îáëàñòè òèïà ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñà, ñîäåðæàùåãî
√
λ.
Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ëåìì âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå
Ñëåäñòâèå 4.1. Ââåäåì ñëåäóþùèé íàáîð êðèâûõ:
γ0 = [0, λ1],
γa =
{
λ ∈ γ˜a
∣∣ arg λ ≥ arg λ1},
γ−a = γ˜
−
a ,
γb =
{
λ ∈ γ˜b
∣∣ arg λ ≥ arg λ2}.
Òîãäà ïðè âñåõ λ ∈ Π, íå ëåæàùèõ íà óêàçàííûõ êðèâûõ òî÷êè a, b ëåæàò â îäíîé
êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ãðàà Ñòîêñà. (ñì. ðèñ. 7).
Îòìåòèì
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïðè λ ∈ Π \ Π1l òî÷êè a è b íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè òèïà
ïîëîñû îäíîâðåìåííî.
àññìîòðèì óíêöèè
w˜1(z, λ, u) = p
−1/4e+uS(z,
√
λ),
w˜2(z, λ, u) = p
−1/4e−uS(z,
√
λ).
Ôóíêöèè w˜1, w˜2 èçâåñòíû êàê ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3).
Ñëåäóþùèå äâå ëåììû äîêàçàíû â [5,  3, ï. 5℄.
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Ëåììà 4.4. Ïóñòü Ω  ñâÿçíûé êîìïàêò â λ-ïëîñêîñòè, âñå òî÷êè êîòîðîãî äîïóñòèìû
â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.9 (â íàøåì ñëó÷àå â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.1 êîìïàêò Ω íå ñîäåðæèò
òî÷åê λ: arg λ = −π/4). Ïóñòü D(λ)  êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè óíêöèè p(z, λ),
íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò λ ∈ Ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé w1, w2 óðàâíåíèÿ (2.3), äëÿ êîòîðîé ïðè z ∈ D = ∩λ∈KD(λ) ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòèêè
w1,2(z, λ, u) = w˜1,2(z, λ, u)
(
1 +O
(
1
u
))
. (4.5)
Óêàçàííûå àñèìïòîòèêè ìîæíî äèåðåíöèðîâàòü ïî z, u, λ ëþáîå ÷èñëî ðàç.
Åñëè λ0  íåäîïóñòèìàÿ òî÷êà, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñåìåéñòâî êàíîíè÷åñêèõ
îáëàñòåé D(λ), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò λ ïðè λ 6∈ I3, êîòîðîå ïðè λ → λ0 èìååò
ïðåäåëîì íåîäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, ñëåäîâàòåëüíî, íå êàíîíè÷åñêóþ. Íî ìîãóò òàêæå
ñóùåñòâîâàòü îáëàñòè D(λ), êîòîðûå îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè λ, ïðèíàäëåæàùèõ
âñåìó ìíîæåñòâó I3 èëè åãî ÷àñòè. Â òàêîé ñèòóàöèè ëåììà 4.4 äîïóñêàåò îáîáùåíèå.
Ëåììà 4.5. Ïóñòü Ω  ñâÿçíûé êîìïàêò â λ-ïëîñêîñòè, âñå òî÷êè êîòîðîãî ëèáî
äîïóñòèìû, ëèáî ïðèíàäëåæàò òèïó I3 (äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ óíêöèè q = x
2
îáëàñòü Ω íå ñîäåðæèò 0). Ïóñòü êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè D(λ) òàêîâû, ÷òî ïðè λ ∈ Ω
îíè íåïðåðûâíû. Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 4.4.
Â ðàáîòå [3℄ äîêàçàíà ðàâíîìåðíîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (4.5) êàê ïðè
áîëüøîì ïàðàìåòðå u, òàê è ïðè áîëüøîì ñïåêòðàëüíîì ïàðàìåòðå λ. Çäåñü ìû ïðèâåäåì
îðìóëèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû.
Ëåììà 4.6. Äëÿ ëþáîãî K  êîìïàêòà â C è u0 > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî R0 > 0 òàêîå, ÷òî
óðàâíåíèå (2.3) áóäåò èìåòü ïàðó íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé:
U(z) = cp−1/4euS(z,
√
λ)(1 +
ǫ+(z, u, λ)
uλ
),
V (z) = cp−1/4e−uS(z,
√
λ)(1 +
ǫ−(z, u, λ)
uλ
),
ãäå êàê è ðàíåå
S(z,
√
λ) = Σ(
√
λ, z, λ) = e
pi
4
i
z∫
√
λ
√
ζ2 − λ dζ, p(z) = i(z2 − 1),
à ǫ±(z, u, λ)  îãðàíè÷åííûå óíêöèè ïðè z ∈ K è |λ| > R0, u > u0.
Ëåììà 4.7. Ïóñòü äëÿ âñåõ λ èç íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà G ⊂ Π òî÷êè
a è b íå ðàñïîëîæåíû êðèòè÷åñêè îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî ãðàà Ñòîêñà. Â ýòîì ñëó÷àå
ëèáî íàéäåòñÿ u0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè u > u0 ìíîæåñòâî G íå áóäåò ñîäåðæàòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2.3), (2.4), ëèáî ìíîæåñòâî
τ =
{
λ ∈ G∣∣ReΣ(√λ, a, λ) = ReΣ(√λ, b, λ)} (4.6)
íå ïóñòî. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëÿ âñÿêîãî δ > 0 íàéäåòñÿ u0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè u > u0
âíå δ-îêðåñòíîñòè τ â G íå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2.3), (2.4)
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Figure 8: Ïðåäåëüíûå ñïåêòðàëüíûå êðèâûå.
✻
✲
❅
❅
b2a20
γb
γaγ0
γ−a
γ∞
λ1
λ2
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òå è òîëüêî òå λ, ïðè êîòîðûõ ãðà Ñòîêñà
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, â ñâÿçè ñ ÷åì â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå
G ìîæíî ïðèìåíÿòü ëåììû äàííîãî ðàçäåëà.
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ ñ ïîñëåäóþùèì åãî
ïðèðàâíèâàíèåì ê íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà τ .
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñþäó â G ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêàìè ðåøåíèé
w1 è w2, òàê êàê âñþäó â G òî÷êè a è b íå ðàñïîëîæåíû êðèòè÷åñêè îòíîñèòåëüíî ãðàà
Ñòîêñà.
Áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ÷åòíîãî ïðîèëÿ â ðàáîòå [2℄.
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4.1. àññìîòðèì ñëåäóþùèå êðèâûå:
γ0 = [0, λ1],
γa =
{
λ ∈ γ˜a
∣∣ arg λ ≥ arg λ1},
γ−a = γ˜
−
a ,
γb =
{
λ ∈ γ˜b
∣∣ arg λ ≥ arg λ2},
êðîìå òîãî, ââåäåì
γ∞ =
{
λ ∈ Π1l
∣∣Re epi4 i
b∫
a
√
ζ2 − λdζ = 0}.
Îáîçíà÷èì (ñì. ðèñ 8)
γ = γ0 ∪ γa ∪ γ−a ∪ γb ∪ γ∞.
Òîãäà äëÿ âñÿêîé δ-îêðåñòíîñòè γ íàéäåòñÿ u0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè u > u0 âñå òî÷êè
ñïåêòðà áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòÿõ Π1r, Π2l, Π2r, Π3l, Π3r íåò òî÷åê, ìíîæåñòâà
τ (4.6).
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì Π1r, Π2r, Π3r. Óêàçàííûå îáëàñòè ëåæàò â óãëå −π/4 < arg z < 0,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 3.6 äëÿ âñåõ òî÷åê λ èç ýòèõ îáëàñòåé âíåøíèå ëèíèè
Ñòîêñà ïåðåñåêàþò âåùåñòâåííóþ îñü. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íè îäíà èç òî÷åê a è
b íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè òèïà ïîëîñû (îãðàíè÷åííîé âíóòðåííèìè ëèíèÿìè
Ñòîêñà), èíà÷å áû ñóùåñòâîâàëà ïàðà òî÷åê x+1,2 > b (â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè b
îáëàñòè òèïà ïîëîñû), èëè x−1,2 < a (â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè a îáëàñòè òèïà ïîëîñû)
 òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîìïëåêñà Ñòîêñà ñ âåùåñòâåííîé îñüþ, èç ÷åãî ñëåäîâàëî áû
ïðîòèâîðå÷èå ñ åäèíñòâåííîñòüþ òî÷êè êðèâîé γ˜a èëè ñ åäèíñòâåííîñòüþ òî÷êè êðèâîé
γ˜b ïðè èêñèðîâàííîì àðãóìåíòå. Ñòàëî áûòü, ìåæäó òî÷êàìè a è b ïðîõîäèò ëèíèÿ
Ñòîêñà êîìïëåêñà Ñòîêñà, âûõîäÿùåãî èç
√
λ, ñëåäîâàòåëüíî, çíàêè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé
ðàçëè÷íû:
sgnReΣ(
√
λ, a, λ) = − sgnReΣ(
√
λ, b, λ)
ïðè λ ∈ Π1r ∪Π2r ∪Π3r.
àññìîòðèì Π2l è Π3l. Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ îáëàñòÿõ òî÷êà b íå ëåæèò â îáëàñòè òèïà
ïîëîñû, ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ïàðîé òî÷åê a è b ñíîâà ëåæèò ëèíèÿ Ñòîêñà êîìïëåêñà,
âûõîäÿùåãî èç
√
λ è çíàêè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ðàçëè÷àþòñÿ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îáëàñòè Π1l ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 3.7 è âûáðàòü âåòâü√
ζ2 − λ ñ ðàçðåçàìè ïî âíåøíèì ëèíèÿì Ñòîêñà, êîòîðûå íå ïåðåñåêóò âåùåñòâåííîé
îñè, â ñâÿçè ñ ÷åì óðàâíåíèå (4.6) íà τ ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì, îïðåäåëÿþùèì γ∞.
Äàëüíåéøåå î÷åâèäíîå ïðèìåíåíèå ëåììû 4.7 ïðèâîäèò ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå êðèòè÷åñêèå êðèâûå ìîæíî ðàçáèòü íà êðèâûå òðåõ òèïîâ:
1. Õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îäíà èç òî÷åê a èëè b íàõîäèòñÿ íà ëèíèè Ñòîêñà ïðîñòîãî
êîìïëåêñà, à âòîðàÿ  â òîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ðàçáèâàåìîé äàííûì
êîìïëåêñîì íà òðè ÷àñòè, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ýòó ëèíèþ Ñòîêñà. Â íàøåì ñëó÷àå
òàêèìè ÿâëÿþòñÿ êðèâûå: γa, γ
−
a , γb.
2. Äëÿ âñåõ òî÷åê λ êðèâîé äàííîãî òèïà ãðàû Ñòîêñà ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè, à ïàðà
òî÷åê a è b íå ëåæèò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ãðàà. Â íàøåì
ñëó÷àå òàêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ γ0.
3. Õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê λ òàêîé êðèâîé ãðà Ñòîêñà ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì, ïàðà òî÷åê a è b ëåæèò â îäíîé êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè, à ñàìà êðèâàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.6) íà τ . Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ
òàêîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ γ∞.
5 Ïîâåäåíèå ñïåêòðà ïðè ε→ 0
Íàì ïîòðåáóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ìàòðèöàõ ïåðåõîäà, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàèè [5℄.
Ïóñòü äàíû äâå ïàðû (Uj , Vj), (Uk, Vk) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3).
Çäåñü èíäåêñû j è k èêñèðîâàíû. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå W ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
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ïðåäñòàâèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ïàð ðåøåíèé:
W = αjUj + βjVj = αkUk + βkVk.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ìàòðèöà Ωjk = Ωjk(u, λ) òàêàÿ, ÷òî(
αk
βk
)
= Ωjk
(
αj
βj
)
äëÿ âñåõ ðåøåíèé W óðàâíåíèÿ (2.3), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ïàðû (Uj , Vj) ê
ïàðå (Uk, Vk). Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ z ∈ C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(
Uj
Vj
)
= ΩTjk
(
Uk
Vk
)
,
ãäå ΩTjk  òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà.
Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì p(z, λ) = i(z2−λ). àññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ òðîéêó (D, l, z0) è
êàíîíè÷åñêóþ âåòâü S (â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.11, 1.12). Óäàëèì èç S(D) ëåâûå (ïðàâûå)
ε-îêðåñòíîñòè ðàçðåçîâ è ε-îêðåñòíîñòè îáðàçîâ òî÷åê ïîâîðîòà. Ïðîîáðàç îáîçíà÷èì
÷åðåç D+ε (D
−
ε ).
Îïðåäåëåíèå 5.2. Áåñêîíå÷íûé ïóòü γ+(z) ⊂ D+ε (γ−(z) ⊂ D−ε ) íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) êàíîíè÷åñêèì ïóòåì äëÿ òðîéêè (D, l, z0), åñëè
îäèí èç åãî êîíöîâ ñîâïàäàåò ñ z è äëÿ êàíîíè÷åñêîé âåòâè S ñîîòíîøåíèå ReS(ζ, z0)→
+∞(−∞) èìååò ìåñòî ïðè ζ ∈ γ+(z) (ζ ∈ γ−(z)), z →∞.
Ëåììà 5.1. Ïóñòü (D, l, z0)  êàíîíè÷åñêàÿ òðîéêà, S  êàíîíè÷åñêàÿ âåòâü. Òîãäà
ïðè u ≫ 1 â îáëàñòè D ñóùåñòâóåò ïàðà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (U, V ), èìåíóåìàÿ
êàíîíè÷åñêîé ïàðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé êàíîíè÷åñêîé òðîéêå, àñèìïòîòè÷åñêè
ïðåäñòàâëÿåìûõ â D ðàçëîæåíèÿìè ïðè u→ +∞:
U(z, u) ∼ cp−1/4(z)e+uS(z,z0) exp
( ∞∑
k=1
(+u)−k
∫
γ+(z)
αk(t) dt
)
,
V (z, u) ∼ cp−1/4(z)e−uS(z,z0) exp
( ∞∑
k=1
(−u)−k
∫
γ−(z)
αk(t) dt
)
,
ãäå
α1 =
1
8
p′′
p3/2
− 5
32
(p′)2
p5/2
, αk+1 = − 1
2
√
q
(
α′k +
k∑
j=0
αjαk−j
)
è äëÿ óäîáñòâà çàïèñè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
α−1 =
√
p, α0 = − p
′
4p
.
Çäåñü γ±(z)  ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé êàíîíè÷åñêèå ïóòè â D,
à c  íîðìèðîâî÷íûé êîýèöèåíò òàêîé, ÷òî
|c| = 1, lim
z→z0,z∈l
arg
(
cp−1/4(z)
)
= 0.
16
Çàìå÷àíèå 5.1. Ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ â ïðèâåäåííûõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ìîæíî äîêàçàòü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ
óíêöèé q. Îäíàêî, äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.
Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü çàäàíû äâå êàíîíè÷åñêèå òðîéêè (Dj , lj, zj) è (Dk, lk, zk).
Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò êàíîíè÷åñêîé ïàðû ðåøåíèé (Uj , Vj) ê êàíîíè÷åñêîé ïàðå (Uk, Vk)
áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò êàíîíè÷åñêîé òðîéêè (Dj, lj, zj) ê (Dk, lk, zk).
Ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ÷åòûðåõ òèïîâ ìàòðèö ïåðåõîäà ìåæäó êàíîíè÷åñêèìè
òðîéêàìè, èç êîòîðûõ ïóòåì êîìïîçèöèé ïîëó÷àþòñÿ âñå äðóãèå âîçìîæíûå ìàòðèöû
ïåðåõîäà. Ñîðìóëèðóåì ëåììû, ïðåäñòàâëÿþùèå âèä ìàòðèö â òðåõ ñïåöèàëüíûõ
ñèòóàöèÿõ.
Ëåììà 5.2. Ïóñòü (D, l, z1)  ïåðâàÿ òðîéêà, (D, l, z2)  âòîðàÿ. Ìåíÿåòñÿ ëèøü
íàïðàâëåíèå êîíå÷íîé ëèíèè Ñòîêñà l. Òîãäà
Ω = eiϕ0
(
0 e−iua
eiua 0
)
, a = |S(z1, z2)|, eiϕ0 = c2/c1.
Ëåììà 5.3. Ïóñòü (D, l1, z1)  ïåðâàÿ òðîéêà, (D, l2, z2)  âòîðàÿ, ïðè÷åì ëó÷è S(l1)
è S(l2) íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó. Ïóñòü l2 íàõîäèòñÿ ñëåâà îò l1. Òîãäà a = S(z1, z2),
Re a > 0 è
Ω = eiϕ0
(
e−ua 0
0 eua
)
, eiϕ0 = c2/c1.
Ëåììà 5.4. Ïóñòü z0  ïðîñòàÿ òî÷êà ïîâîðîòà (íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêà óíêöèè p),
l1, l2, l3  ëèíèè Ñòîêñà ñ íà÷àëîì z0, lj+1 ëåæèò ñëåâà îò lj. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò (Dj , lj, z0) ê (Dj+1, lj+1, z0) ÷åðåç Ωj,j+1. Òîãäà
Ωj,j+1 = e
−pi
6
i
(
0 α−1j,j+1
1 iαj+1,j+2
)
, α12α23α31 = 1,
è ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
αj,j+1 ≍ exp
( ∞∑
k=1
(−u)−k
∫
γj,j+1
αk(t) dt
)
. (5.7)
Çäåñü áåñêîíå÷íûé êîíòóð γj,j+1 ëåæèò â Dj∪Dj+1, íà÷èíàåòñÿ â Dj+1 òàì, ãäå ReS →
+∞, è çàêàí÷èâàåòñÿ â Dj òàì, ãäå ReS → −∞. Âåòâü √p âûáðàíà òàê æå, êàê äëÿ
óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû (Uj , Vj).
Èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðà íà ðàçëè÷íûõ êðèâûõ ïðåäåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ãðàà
òåõíè÷åñêè ñõîæè, ïîýòîìó, áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì íàèáîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé 
êðèâîé òèïà 2 (ñëó÷àé γ0).
Ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé, ïåðåñåêàþùåé γ0, âäîëü êîòîðîé àðãóìåíò ñòðîãî óáûâàåò,
ãðà ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèÿ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5. Âåðõíèé ðÿä ñîîòâåòñòâóåò òåì
òî÷êàì êðèâîé, äëÿ êîòîðûõ arg λ > −π/4; ñðåäíèé ðÿä  arg λ = −π/4; íèæíèé 
arg λ < −π/4.
Îáîçíà÷èì ëèíèè Ñòîêñà è êàíîíè÷åñêèå òðîéêè òàê, êàê ýòî ñäåëàíî íà ðèñóíêå 5.
Èíäåêñû êàíîíè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîëîæèì ðàâíûìè èíäåêñàì êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé.
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Figure 9: Ìàòðèöû ïåðåõîäà è êàíîíè÷åñêèå îáëàñòè.
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Ëåììà 5.5. Ìàòðèöà Ω16 ïåðåõîäà îò êàíîíè÷åñêîé òðîéêè (D1, l1,−
√
λ) ê òðîéêå
(D6, l6,
√
λ) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé îðìóëîé:
ΩT16 =
(
ω11 ω12
ω21 ω22
)
= C
( −iα45α64e−iud α64e−iud
α23α45α64e
−iud + 1
α12
eiud iα23α64e
−iud
)
,
d = |λ|π
2
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáîçíà÷åíèé äëÿ ìàòðèö, ââåäåííûõ íà ðèñóíêå 5 ñëåäóåò, ÷òî
ΩT16 = Ω
T
12Ω
T
24Ω
T
46 = Ω
T
12Ω
T
24(Ω
T
64)
−1,
ïîñëåäíèå ìàòðèöû íàì äàþòñÿ ñâîèìè ÿâíûìè âèäàìè ëåììàìè 5.2 è 5.4.
d =
∣∣∣∣∣∣e
pi
4
iλ
1∫
−1
√
ζ2 − 1 dζ
∣∣∣∣∣∣ = |λ|
π
2
.
Ëåììà äîêàçàíà.
àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Υ èíòåðâàëà
â γ0 â Π, íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.
∆(u, λ) =
∣∣∣∣ U1(a) U1(b)V1(a) V1(b)
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ U1(a) ω11U6(b) + ω12V6(b)V1(a) ω21U6(b) + ω22V6(b)
∣∣∣∣ =
= ω21U1(a)U6(b) + ω22U1(a)V6(b)− ω11V1(a)U6(b)− ω12V1(a)V6(b).
àññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå âåòâè S6(−
√
λ, b) è S1(
√
λ, a).
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Ëåììà 5.6. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I ìíîæåñòâà γ0, íå ñîäåðæàùåãî òî÷åê 0 è λ1,
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Υ ýòîãî îòðåçêà, äëÿ âñåõ òî÷åê λ êîòîðîé
ReS1(−
√
λ, a) > 0, ReS6(
√
λ, b) > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê a è b îòíîñèòåëüíî ãðàà
Ñòîêñà ïðè λ ∈ Υ è àíàëèòè÷íîñòè óíêöèé.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5.7. Äëÿ ëþáîé òî÷êè µ ∈ γ0 òàêîé, ÷òî µ 6= 0 è µ 6= λ1, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
O ýòîé òî÷êè, íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé íóëÿ è λ1, íàéäóòñÿ u0 >
0 è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ u > u0 îêðåñòíîñòü O áóäåò ñîäåðæàòü
òî÷êè ñïåêòðà. Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìîòðåòü òî÷êè λ˜k = e
−ipi/4(2k + 1)/u, òî â
êàæäîé îêðåñòíîñòè Uk ýòèõ òî÷åê ðàäèóñà C/u2, ëåæàùåé â O, íàéäåòñÿ è ïðè òîì
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñïåêòðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì îêðåñòíîñòü Υ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà â γ0, ñîäåðæàùåãî
µ, êîòîðóþ íàì äàåò ëåììà 5.6. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü O ⊂ Υ.
Ïîëüçóÿñü ëåììîé 5.6, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè u → +∞ ðàâíîìåðíî â O ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:
∆(u, λ) = ω21p
−1/4(a)p−1/4(b)eu(S6(b)+S1(a))(1 + o(e−uδ)).
Ïðèðàâíÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå
óðàâíåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè u≫ 1 ðàâíîìåðíî â O:
ω21 = 0,
ïîëüçóÿñü ÿâíûì âèäîì äàííîãî ýëåìåíòà (ñì. ëåììó 5.5), ïîëó÷èì
α23
α56
e−iud +
1
α12
eiud = 0 ⇔ e2iud = −α31
α56
,
èëè
epiiue
ipi/4λ = −1 +O( 1
u
), (5.8)
ãäå óíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàâíîìåðíûì O(1/u), àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè O. Äàëåå
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé óøå.
Ëåììà äîêàçàíà.
Äàííàÿ ëåììà î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà I ⊂ γ0, íå
ñîäåðæàùåãî òî÷åê 0 è λ1.
Ñëåäñòâèå 5.1. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I ⊂ γ0 0 6∈ I è λ1 6∈ I, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
Υ ýòîãî îòðåçêà, íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé íóëÿ è λ1, íàéäóòñÿ u0 >
0 è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ u > u0 îêðåñòíîñòü Υ áóäåò ñîäåðæàòü
òî÷êè ñïåêòðà. Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìîòðåòü òî÷êè λ˜k = e
−ipi/4(2k + 1)/u, òî â
êàæäîé îêðåñòíîñòè Uk ýòèõ òî÷åê ðàäèóñà C/u2, ëåæàùåé â Υ íàéäåòñÿ è ïðè òîì
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñïåêòðà.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íàì ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè êðèâûõ γa,
γ−a , γb.
Ëåììà 5.8. Ïóñòü êðèâàÿ γ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî èç ïàðû òî÷åê a, b íàéäåòñÿ
îäíà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðè âñåõ λ ∈ γ êðèòè÷åñêîé â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.6. Îáîçíà÷èì z0(λ)  òî÷êà ïîâîðîòà, èç êîòîðîé èñõîäèò ëèíèÿ
Ñòîêñà ñîäåðæàùàÿ ξ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíòðåâàëà I ⊂ γ, íå ñîäåðæàùåãî êîíöåâûõ
òî÷åê γ, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Υ ýòîãî èíòåðâàëà, íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðûõ
îêðåñòíîñòåé êîíöåâûõ òî÷åê γ, íàéäóòñÿ u0 > 0 è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî ïðè
âñåõ u > u0 îêðåñòíîñòü Υ áóäåò ñîäåðæàòü òî÷êè ñïåêòðà. Áîëåå òîãî, åñëè
ðàññìîòðåòü òî÷êè λ˜k, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ Σ(λ˜k, z0(λ˜k), ξ) = (πk − π/4)i/u,
òî â êàæäîé îêðåñòíîñòè Uk ýòèõ òî÷åê ðàäèóñà C/u2, ëåæàùåé â Υ íàéäåòñÿ è ïðè
òîì åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñïåêòðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.7.
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè ëåììû 5.4.
Ïðè èêñèðîâàííîì λ ∈ γ ëèíèþ Ñòîêñà, ñîäåðæàùóþ ξ îáîçíà÷èì ÷åðåç
l1. Äàëüíåéøóþ íóìåðàöèþ áóäåì ïðîâîäèòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íóìåðàöèþ
êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé ïðîâåäåì àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ëåììû 5.4. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì
η  îñòàâøàÿñÿ (ïîñëå ξ) òî÷êà ïàðû a, b. Ñîîòíîøåíèå íà ðåøåíèÿ ïðèìåò âèä:
(
U1
V1
)
= e−
pi
6
i
(
0 1
1/α12 iα23
)(
U2
V2
)
.
Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.7, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:
e−u(S1(z0,ξ)+S2(z0,η)) =
1
α12
eu(S1(z0,ξ)+S2(z0,η))(1 +O(1/u))+
+iα23e
u(S1(z0,ξ)−S2(z0,η))(1 +O(1/u)),
êîòîðîå, â ñèëó òîãî, ÷òî S2(z0, η) < 0 ðàâíîñèëüíî áîëåå ïðîñòîìó:
e2uS1(z0,ξ) = −i(1 +O(1/u)).
Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ òåîðåìó óøå, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåììà äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü êðèâàÿ γ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî èç ïàðû òî÷åê a, b
íàéäåòñÿ îäíà (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç ξ), ÿâëÿþùàÿñÿ ïðè âñåõ λ ∈ γ êðèòè÷åñêîé â ñìûñòå
îïðåäåëåíèÿ 1.6. Îáîçíà÷èì z0(λ)  òî÷êà ïîâîðîòà, èç êîòîðîé èñõîäèò ëèíèÿ Ñòîêñà
ñîäåðæàùàÿ ξ. Òîãäà óíêöèÿ Σ(λ˜k, z0(λ˜k), ξ), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê óíêöèÿ àðãóìåíòà
λ îäíîëèñòíà â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè γ.
àññìîòðèì óíêöèþ
K(λ) = epii/4
b∫
a
√
ζ2 − λ dζ.
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Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ôóíêöèÿ K ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â îáëàñòè Π.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2℄.
Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îïèøåì ïîâåäåíèå ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ∞.
Ëåììà 5.9. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà I (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) I ⊂ γ∞, λ2 6∈ I,
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Υ ýòîãî èíòåðâàëà, íå ñîäåðæàùåé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè λ2,
íàéäóòñÿ u0 > 0 è ÷èñëî C > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ u > u0 îêðåñòíîñòü Υ áóäåò
ñîäåðæàòü òî÷êè ñïåêòðà. Áîëåå òîãî, åñëè ðàññìîòðåòü òî÷êè λ˜k: K(λ˜k) = iπk/u,
òî â êàæäîé îêðåñòíîñòè Uk ýòèõ òî÷åê ðàäèóñà C/u2, ëåæàùåé â Υ, íàéäåòñÿ è ïðè
òîì åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñïåêòðà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü, î÷åâèäíî,
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
e2uK(λ) = 1 +O(
1
u
),
îòáðàñûâàÿ äîáàâêó, êàê è ðàíåå, ïîëó÷èì 2uK(λ˜k) = 2πki. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé óøå,
çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî.
Ëåììà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî èç ñëåäñòâèÿ 5.1 è ëåìì 5.8, 5.9 ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ
Òåîðåìà 5.1. Ïðåäåëüíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ óíêöèÿ (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.13) äëÿ
êàæäîé èç êðèòè÷åñêèõ êðèâûõ ïðåäåëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ãðàà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
1. Â ñëó÷àå λ ∈ γ0:
N(λ) =
1
2
√
ε
e
pi
4
iλ.
2. Â ñëó÷àå λ ∈ γa:
N(λ) =
1
π
√
ε
e−
pi
4
i
a∫
−
√
λ
√
ζ2 − λ dζ.
3. Â ñëó÷àå λ ∈ γ−a :
N(λ) =
1
π
√
ε
e−
pi
4
i
a∫
√
λ
√
ζ2 − λdζ.
4. Â ñëó÷àå λ ∈ γb:
N(λ) =
1
π
√
ε
e−
pi
4
i
b∫
√
λ
√
ζ2 − λdζ.
5. Â ñëó÷àå λ ∈ γ∞:
N(λ) =
1
π
√
ε
e−
pi
4
i
b∫
a
√
ζ2 − λdζ.
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷à ñèììåòðè÷íîãî ïðîèëÿ [2℄.
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÔÔÈ N010100691 è N001596100.
21
Referenes
[1℄ Reddy S.G., Shmidt P.J., Henningson D.S.
Pseudospetra of the OrrSommerfeld operator. SIAM J. Appl. Math 53, No 1 (1993),
15-47
[2℄ Tumanov S.N.
Model problem for Poiseile profile. Critial spetrum urve. International Conferene "Diff.
Equations and related topis" dediated to the Centenary Annyversary of I.G. Petrovskii.
Book of Abstrats. Mosow University 2001. p 413-414.
[3℄ ã¬ ­®¢ .., ª «¨ª®¢ ..
 ¯à¥¤¥«ì­®¬ ¯®¢¥¤¥­¨¨ á¯¥ªâà  ¬®¤¥«ì­®© § ¤ ç¨ ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï àà -
®¬¬¥àä¥«ì¤  á ¯à®ä¨«¥¬ Ǳã §¥©«ï. §¢¥áâ¨ï  T.66 N4 (2002)
[4℄ ã¬ ­®¢ .., ª «¨ª®¢ ..
 «®ª «¨§ æ¨¨ á¯¥ªâà  § ¤ ç¨ àà -®¬¬¥àä¥«ì¤  ¤«ï ¡®«ìè¨å ç¨á¥«
¥©­®«ì¤á .  â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ § ¬¥âª¨ â. 72, N2, 2002
[5℄ ¥¤®àîª ..
á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ¤«ï «¨­¥©­ëå ®¡ëª­®¢¥­­ëå ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå
ãà ¢­¥­¨©. ®áª¢ .  ãª . 1983£.
[6℄ ª «¨ª®¢ ..
á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© ®¤­®© ¬®¤¥«ì­®©
§ ¤ ç¨.  â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ § ¬¥âª¨ â. 61 1997£., ¢.6 áâà. 950-954
22
